Fraktale: Julia- und M andebrotmengen

1. Gaston Juliaund seine Entdeckung der Julia-Menge

Abb. 1:
Gaston Maurice Julia, 1893 - 1978

Gaston Maurice Juliawurde am 3.
Februar 1893in Sidi Bel Abbésin
Algerien geboren. Er kampfteim
ersten Weltkrieg auf Seiten der
Franzosen undwurde dabei schwer
verletzt. Er verlor seine Nase und
musde von ca a einen
entstellenden Lederriemen im
Gesicht tragen. Er verbradhte lange
Zeit im Krankenhaus undwidmete
sich dat in den Zeiten zwischen
verschiedenen Operationen seinen
mathematischen Forschungen.
Juliastarb am 19. Mérz 1978in
Paris.

In seinem Werk ,Mémoire sur I’itération des fonctionsrationelles* (zu deutsch :
»~Abhandlung Uler die Iteration rationaler Funktionen®) befasge sich Julia mit
einer komplexen Iteration (z,). Er beschreibt darin de Menge

Jo):={zUOC: (z)) <comit zp,; :=22+C} (cCfest),

also de Menge dler komplexen Startwerte z, fur welche die Iteration (z,)) fir
ein korstantes ¢ [J C stets beschrankt bleibt.
J(c) weist trotz ihrer einfachen Gleichungeine sehr hohe Komplexitét auf:



Abb. 2:
Juliamenge fir
c=0.35+0.35

Die Iteration (z,) lasg sich an Hand
eines Beispiels verdeutli chen, das dem
pol nischen-franzdsi schen
Mathematiker Benoit Mandel brot
zugeschrieben wird:

Angenommen, es & der modernen
Biotechndogie gelungen, Flohe
gentedhnisch so zu verandern, dass se
eine mathematische Begabung kesalen.
Man setze enen solchen Floh auf einen
beli ebigen Punkt eines Tisches mit
einem Radius von zwei Metern. Dieser
Tisch symbalisiert die Menge der
komplexen Zahlen mit einem Abstand
kleiner gleich zwei vom Ursprung Der
Floh mége sich nunfolgendermalen
verhalten:

Er springe stets 9, dass $ch sein Abstand zum Ursprung quadriere und cer
Winkel, den der Floh, der Ursprung und de X-Achse ennehmen, sich verdopde
(z43). Zum Schluss pringe @ noch um den korstanten Wert ¢ zur Seite (z,2 + c).
Ein Punkt z, des Tisches liegt folglich genau dannin der Juliamenge J(c), wenn
ein Floh, der auf diesen Punkt gesetzt wurde, bel seinen Spriingen nievom Tisch

fallt.

Esreicht aus, den Tisch auf einen
Radius von zwei Metern zu
beschranken, da sich zeigen lésg, dass
(z,), sobald es einmal einen Wert von
|z,| = 2 erreicht, unbeschrankt waadst.
Alle Fl6he, die vom Tisch

herunterfall en, représentieren also
elnen Startwert z,, fUr den de Iteration
(z») ins Unendiiche divergiert und
gehdren damit nicht zur Juliamenge
Jc).

Abb. 3:
Juliamenge fur ¢ = 0.35+ 0.35i
in einem Kreismit Radius=2



Die Schwarz-Wei3-Darstell ung einer Juliamenge 1&s4 sich interessanter und
informativer gestalten, indem man farbig kodert, nach wie vielen Spriingen ein
Floh van Tisch falt, aso fur welchen Wert von nerstmals |z,| = 2 wird.

Abb. 4-7 : Ausschnitte der Juliamenge mit ¢ = 0.35 + 0.35i

Alternativ kann man de Farbe @nes Punktes auch so wéhlen, dass s$e Auskunft
dartiber gibt, nach wie vielen Spriingen ein nie vom Tisch fallender Floh
beginnt, periodisch immer dieselben Punkte anzuspringen.

Praktisch beredhnet man de Punkte aner Julia-Menge, indem man flr jeden
Startpunkt die Iteration sooft durchflihrt, bis |z,| = 2 ist oder eine maximale
Iterationstiefe ereicht ist. Je hOher die Iterationstiefe ist, desto genauer ist das
Resultat:



Abb. 8 : Iterationstiefe 5, komplett Abb. 9: Iterationstiefe 5, Ausschnitt
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Abb. 12 : Iterationstiefe 150, komplett Abb. 13: Ittostiéfe 150, Ausschnitt

Zu jeder komplexen Zahl ¢ gibt es eine Juliamenge, insgesamt also
(Uberabzéhlbar) unendliich viele; fir viele Werte von cist diese dlerdings lee.

Fir welche Werte von ¢ @ne Juliamenge eistiert, wird im vierten Abschnitt
beschrieben.




2. Der Begriff ,Fraktal*

Eine Juliamenge 18s4 sich fur beliebig kleine Ausschnitte beredhnen, da
zwischen zwei komplexen Zahlen stets unendlich viele weiteren komplexen
Zahlen liegen. Praktisch gesehen kann man urendlich weit in de grafische
Darstellungeiner Juliamenge hineinzoomen, ohre an eine Grenze a1 stol¥en. Bel
starker Vergroferungentdedkt man in J(c) Bil dbereiche, die der nicht-
vergroflerten Darstellung der Julia-Menge sehr éhnlich oder sogar gleich sind.
Diese Eigenschaft bezechnet man als Selbstéhnli chkeit.

Aus mathematischer Sicht ist eine Menge selbstéhnli ch, wenn sie Untermengen
enthélt, die sich duch Rotation, Translation undSkalierungin de Obermenge
transformieren lassen.

Abb. 14-17 : Ausschnitte der Juliamenge mit ¢ =-0.25 + 0.7i



mu@" In der Natur treten viele selbstahnli che Objekte
lr \ ! b ﬂ:_ auf: so shneln zum Beispiel die Rispen eines

A 'y Farnblatts dem kompletten Farnblatt; auch ein
b L kleines Stiick BlumenkoH sieht fast genauso aus
E *f..:;_--“- wie @n ganzer BlumenkoHkopf.
i Vielein der Natur vorkommenden Objekte lassen

sich nicht ausreichend duch mathematische

Abb. 18: Begriffe wie ,Kugel“ oder ,Wiirfel“ beschreiben:

ein Farnblatt

“Clouds are not spheres, mourtains are not cones,
coastlines are not circles, and kerk is not smoath,
nor does lightning travel in astraight line.”

Dieses Zitat stammt von dem in Abschnitt eins £honeinmal erwahnten
Mathematiker Benoit Mandel brot.

Mandelbrot fiel auf, dassdie sich Angaben zur Lange der Kistenlinie von
Grol3lritannien stark voneinander unterschieden, hier nachdem in welchem
Mal3stab de Mesaungen duchgefiihrt wurden.

Vergrofert man einen Ausschnitt der Kistenlinie, so werden Detail swie
kleinere Einbuchtungen oder Ausgtilpungen sichtbar, die Kistenlinie wird also
bei der Wahl eines kleineren Mal3stabes langer.

Egal wie stark man auch de Vergrolerungwahlt, die Abschnitte der Kistenlinie
nehmen nie die Form einer Linie oder eines Kreises an,

vielmehr dhneln sie Auschnitten, die bel schwaderer VergrofRerungschon
einmal zu sehen waren — die Kustenlinie ist also selbstahnlich. Die

Selbstahnli chkeit ist eine Eigenschaft vieler Fraktale”

Insgesamt ist die Kustenlinie folglich ein sehr lange, viell eicht sogar unendlich
lange Linie, die ane endliche Flache anschliefdt — Gro3kritannien ist ja
bekanntermal3en nicht unendlich grol3 Mandelbrot wies der Kistenlinie
daraufhin eine gebrochene Dimension zwischen eins und zwei zu — schliefdich
stellt sie @ne andimensionale Linie dar, die der doch Eigenschaften einer
zweidimensionalen Fladhe besitzt.

Auch weitere Strukturen der Natur passen nicht in de herkdbmmli chen,
ganzzahligen Dimensionen. Wolken zum Beispiel sind weit davon entfernt,
quaderformige Objekte a1 sein, welche die dritte Dimension vdlstandig
ausfullen. Mandelbrot ordnete ihnen deswegen elne gebrochene Dimension



zwischen zwei und dei zu. Auch Baume, Berge oder Gehirne haben gebrochene
Dimensionen. Mandelbrot pragte fur diese Objekte den Begriff ,Fraktal®,
abgeleitet vom lateinischen Wort ,fradus’, zu deutsch ,gebrochen”.

Um den Begriff der fraktalen Dimension mathematisch zu definieren, méchte
ich vorher noch ein weiteres Fraktal einfihren: Die Koch-Kurve oder
~>chnedlockenkurve'.

Die Koch-Kurve entsteht bei der Anwendung as folgenden Algorithmus:

Man nehme a@ne gerade Linie, teile siein drel gleich grol¥e Stlicke auf, entferne
das mittlere Stlick undersetze esdurch de avel Schenkel eines gleichseitigen
Dreiedks. Dann wiederhole man diesen Algorithmus fur die vier neu
entstandenen Linien undfahre so urendlich damit fort ...

Iterations- Koch-Kurve
Tiefe
1

/\
A (A

Abb. 20:
ver schiedene I terationsstufen der Koch-Kurve




Nun zur fraktalen Dimension:
Wenn man eine gerade Liniein n deich grolée Stiicke zeteilt, sieht jedes der n
Linienstiicke auswie die Ursprungglinie, nur um den Faktor n = n"* verkleinert.

Abb. 21:
EineLinie, zerteilt in n=3 deichgrolRe Teilstiicke

Wird ein Quadrat in n deich grole Teile zatelilt, entspricht jedes kleine Quadrat
dem grofen, jetzt aber um den Faktor %/n = n"? verkleinert.

Abb 22:
Ein Quadrat, unterteilt in n=9 deichgrol3e Tellquadrate

Analoges gilt fur einen Wirfel. Hierbel sind de entstehenden kieineren Wiirfel
um den Faktor *Vn = n"® verkleinert.

Bei einer Dimension von d erkleinert sich also ein Teil objekt um den Faktor
9%n=n" wenn dbs ,grofRe Objekt“in n deiche Stiicke zelegt wird.

Wie sieht diese Dimension jetzt bel der Koch-Kurve ais?
Die Koch-Kurve lasg sich sehr schonin vier gleiche Telle zelegen. Jedes dieser
Telle entspricht der Original-Kurve um den Faktor 3 verkleinert.
An Hand cer Definition der fraktalen Dimension glt jetzt:
4" = 3, oder d = log(4) / log(3) = 1,26
Die fraktale Dimension der Schnedlockenkurve betragt also ungefahr 1,26.

Auf diese Art undWeise l&s4 sich auch nattirlichen Objekten wie Wolken (d =
2,35) oder Gehirnen (d = 2,79) eine fraktale Dimension zuweisen.



3. Benoit Mandelbrot und de Mandelbrotmenge

Abb. 23
Benoit Mandelbrot, * 1924

Benoit Mandelbrot wurde

1 & ' 1924in Polen geboren. Im
(8= Jahr 1936emigrierte &

mit seiner Famili e nach
Frankreich. Er trotze
seiner schledhten
Schulausbildung—die
Schule war wegen des
zweiten Weltkriegs zu oft
ausgefallen —und lradte
sich viele Dinge selbst
bei. Dadurch gewann er
einen sehr spezellen
Zugang zur Mathematik,
der stark geometrisch
gepragt war.

1958 \erlegte Mandelbrot
seinen Wohnrsitzin de
USA.

Mandelbrot forschte dort unter anderem im Watson Research Center von IBM,
arbeitete an einer grafischen Darstellungen einer Julia-Menge mit Hilfe anes
Computers. Fur diese Visualisierungschrieb er eines der ersten
Computerprogramme, dasin der Lage war, Grafiken darzustell en.

Das Ergebnis siner Arbeit veroffentlichte e in den Bichern ,Lesobjets
fradal: forn, hasard et dimension” (1979 und,The fradal geometry of nature®

(1982



Bei seinen Forschungen stiefl3 Mandelbrot auf ein weiteres Fraktal : Die
Mandel brotmenge — ihres Ausshens nad auch Apfelmannchen genannt:

Abb. 24
Die Mandelbrotmenge

Die Mandelbrotmenge ist &hnlich definiert wie die JuliaMengen, ndmlich as
die Menge dler komplexen Zahlen c, fur welche die Iteration (z,) mit
Zw1 = Zn + C, Zo = 0 stets beschrénkt bleibt:

M:={clOC:(z,) <comit z,4;=2,+C}

In Flohsprache:

Man setze enen Floh auf einen Punkt ¢ des Tisches. Der Floh merke sich diesen
Abstand zum Ursprung undspringe jetzt wieder so, dass ®n neuer Abstand
vom Ursprung cbs Quadrat des alten Abstands s und dass $ch der Winkel
zwischen ihm, der X-Achse und cem Ursprung verdopde. Anschlief3end springe
er noch um den Betrag zur Seite, den er sich am Anfang gemerkt hat.

Alle (Start-)Punkte des Tisches, von denen aus die FI6he bei ihren Spriingen
stets auf dem Tisch verbleiben, gehdren zur Mandel brotmenge, alle anderen
nicht.

Im Gegensatz zu urendlich vielen Julia-Mengen, existiert nur eine eénzige
Mandelbrotmenge. Beim hineinzoomen in de Mandelbrotmenge fall en immer
wieder Bereiche auf, die wie das Original auszusehen scheinen. Trotzdem ist die
M andel brotmenge nicht selbstahnlich, weil doch immer kleinere Abweichungen
vom Original vorhanden sind.



Abb. 25-30:
Verschiedene Ausschnitte der Mandelbrotmenge




4. Zusammenhang zwischen Julia- und Mandel brotmengen

Wie schonin ersten Abschnitt beschrieben, gibt es unendich viele Julia-
Mengen, eine a1 jeder komplexen Zahl c. Doch viele Julia-Mengen enthalten
keine Punkte, entsprechen also schlichtweg der leeen Menge. Fur welche
Zahlen c exidtiert also eine richtige’, nicht - leee Juliamenge?

Bei der Betrachtung \erschiedener Auschnitte der Mandelbrotmenge fall en
immer wieder Teilmengen der Mandelbrotmenge auf, die starke Ahnlichkeit mit
einer Juliamenge haben —was auch nicht erstaunlichist, sind de
Iterationsgleichungen fur beide Mengen dach sehr dhnlich.

Tatsadhli ch @hnelt die Mandelbrotmenge in einem Ausschnitt um einen Punkt

¢ O M der Juliamenge J(c), was ich an einigen Bil dbeispielen verdeutlichen
maochte:

Aus<chnitt der Mandel brotmenge korresponderende Julia-Menge J(c)
in der Umgebung vonPunkt ¢

Abb.31: c=-1.77+0.0067 Abb. 32

Abb. 33: ¢=-1.267-0.367i Abb. 34
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Abb. 35: ¢=0.42-0.233

[
i
Abb. 39: ¢=--0.7712583 + 0.115644791i67

Diese Beispiele legen folgenden Fakt nahe:

Eine Juliamenge zur Zahl ¢ O C ist genau nicht - leer, wenn der Punkt c in der
Mandel brotmenge liegt:

Jo#zo < cUOM



Quell enangabe

Alle Darstellungen der Mandel brot- und Juliamengen habe ich mit der
Shareware UltraFradal 2.05 erstellt: www.ultrafradal.com

weitere Bil dguell en:

Abb T http://mwww.katharinen.ingol stadt.de/chaos/gaston.gif

Gaston Maurice Julia

Abb. 23 http://mww-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/PictDisplay/Mandel brot.html
Benoit Mandelbrot

Abb. 18 http://mwww.biko.unibe.ch/images/farn.jpg

Farnblatt

Abb. 19 http://mww-users.rwth-aaden.de/niko.wil bert/fradlength.jpg
Kstenlinien

Abb. 20 http://www.informatik.uni-ol denburg.de/~zooamie/fradal/fradcoch.html
Iterationsgufen der

Koch-Kurve
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